
� ����� ��	
�� ���
���� �
�
���� �������� ���	 ���

����������� �������

��������	
 ����
�

��������	�� 
��	����	�� 
���������

������ ������ ��	����	��

������� �� ��� !�"

#��$��%&'� ����

��!�����(�)���"����

��
	�� �
��


����	���� ��� *	�$�	�� ��" ������� +!����

*!�	��	��,�����$!�� ��	����	��

-�	���������� '

'.&.� -	��% /������

�!(��$!�� ���	� 	���"�

��������

�� ��� � ��� 	
���
�� �����	�	 ���� ��������� ��
 ��

���
���� 	����� �

���������	 ��	 

�	������ ���	 �����
��������� �	 ��	�� �� 	������ �����
�	����� ��� ����
��
 

��������� ��� 	������������
�	����� ���� �
�

���� �� ���� ��� � �! �"� ��� #$� �%�! �&� �� '�� ���	�
�
��	��
�	 ���� ��		 ���
�������	! �	 �	�� �� ��� ��
����������� ���� ��� �����
 

�������� ����
���� �� ���

������ � ��� ���� ��������� ���� �����
 	
���
�� 
�	�
������� �Æ������ ���� ����
 ���������	� �� ���	 ��
(
��� ��� ����
���� ���
��������� ���
��)��� �	 	����
���� ��� ���� ��
������� �� ���	 	������ �����
�	��
���� ���� ��������� �	 ��	� �)
������ �� ���	���
���
���� �����
	 	��� �	 ��� ���� �� ��� �����
 

��������
��������� ��� ��� 
���
 	
���
�� ���	��� ��� ������
�

������� ������� ��� �����
 

�������� ���Æ�����	 �*��
��� ����
��� �� ��� ��������� �� ��
�	 �� ��� 

�����
���� �

�
 ��� ������� ��������� 	����� �� ���	� 
����
�	 ��	� �������� �� ���	 
�
�
� �������! ��� ���
��+� ���

������ �� ��� 	���������� �	 �������� �� ��� ����
����
���� �� 	����� ��� ���� �� ��	� ���
�� ,��� ����
�� �� ������-�

�� 	
����
��	�


��� 	������ ��� ,./����- �	 � ��	� ��� �


�)��
���� ������! �� ����� ��� �
��	��
� ��� �� ��������
�� �����
�	��� ��� ��
�� 	������� ���� ��� ����	 ��
�

�	
������ �� ���� ��� �����
�		 	�������	� 0�� ��
��� ��� ����	 ,��� ���� ���� ��� ��
��
 ���
��- �	 ��
�� �
��	��
��� ����� ��� ����
 ��� �	 �� �� ����
���
��� ./���� ���
���	 ��� �
������� 	
���
�� �� �
	���� ���� ��� ���� ��� 	��� 
�	������� �������� �	���
��� ��������� ��� �1�� 2�
����
�� ������	 �� 	
���
��
�����	�	 �
� ��
�� 	��
 

�����
�	� ��� '
	� 	��
 �	
�� 	����� � ������ ��� 	����� 	��
 �	 �� �	������ ���

�
�����
	 �� ��� �		���� ����� �	��� ��� �+�������
���� 	��
��	� ��� ���
� 	��
 �	 �� ������ ��� 	
���
��
�	������ �� 	��	�������� ��� �	������� ����� 
�
����
��
	 ���� ��� ����
������ 2.# ��
���� �� ��� ����� �3�!
�4��

�� ��� ��� ����������� �� ��� ��� ��+������	! ���
	�����
 ���
��)��� �� ��� ./���� ��� ��� ���� 
�	��
������ �� ��� �����
 

�������� ����
����! �����	 � ���
	
���
�� �����	�	 ���� ��������� ��
 ��

������� 	���
��� �

��������	� �� ���	 
�
�
 ��� ���
��)��� ��� ���
���� ��
������� �� ��� ��� ���� ��������� �
� ��+�	�
�������� 5 	��
�� ���
��+� 	��
�� ����
���� �� ����
�
���� ��� ���� �� ����
�	� ��� �� ���� ����	 �	 ��������
�� ��� �����
��� 
�
�
 �	 �
������� �	 ������	6
�� ��� ��)� 	������ ��� �����
 

�������� 
�
����
��
������ �� 	
���
�� �����	�	 �	 
�+������ .������ " ���
�
�����	 ��� ���
��+� ./���� ������ ��7�� �� 	������
%! ��� ��� ���� ��������� �	 ��+�	�������� 8�	���	 ��
���
��)��� �����	�	 ��� ���� ��
������� �� ��� �����

���� �	 ��	� ��+�� �� ���	 	������� ��� ����'������ ��
��� ����
���� �� '�� ���
��+��� ��� ���� �� �� ������
�	 �������� �� 	������ &� $�����	���	 �� ��� 
�	���	 �
�
��+�� �� 	������ *�

�� �	
��� ����	��	�


5 �����
 

�������� ������ 

���		 ����
���	 �� ����

��� 
���
	�+� '���
! ���	� ��
��	� 
�	
��	� ������	
� ��+�� 	�������� �� �		���	 ���� ���� ���
�� 	��
��
�� � 	����� �,�- �	 � �����
 ����������� �� ��� 
�	� �
	��
��	 ,���� �	! �� ��� �� �����
� 

������� �
�� ���	�
���
��	- �*�6

�,�- 9 ��,�-�,���-��, -�,�� -�� � ���,�-�,���-�
,�-

��� ���Æ�����	 �� ��� ��	� �������� �
� �����! ����! ��
��� ������

������� ������ �� ����
��� ��������� �� �
�
��
 �� ���	 ��������� �	 ��	� ������ ��� :����;��(�

58 ������ �� 	
���
�� �����	�	 �*�� ��� '���
 ���Æ�
�����	 ����� ��� ����� ��� 	����� �)�����! �����	� ���
������

������� ������ ��
������� ������	 ��� ���� ,��
�		���	 	��
��	 ������ ��� ������ �� ��� 	������� �
�
� 7- �4�� 5���
 ��� ���Æ�����	 �� ��� 
���
	�+� �����
��� '���
 �
� �����! ��� �
������� 
�	
��	� �� ��� '���




,����+����� �� ��� �
������� 	
���
�� �� ��� ���� 	��

��	 �- ��� ��	� �� ����� �� ���		���� 	
���
��������	�	
������	 �����

�� �
���
�����

��� 	����� �,�- �	 �����
�	�� �� ����� ���� ��� 	���
	�������	 ��

�	
������ �� ��� ����
�		 �,�- ��� ���
�����
�		 �,�- 	�������	 �� ��� �

�
��
���� ��� ����
�
�
���� �� ��� '��
�! 
�	
����+���� 5���
 �����	��
����
��  ! �,�- ��� 	,�- �
� ��������6

�,�- 9
�

 
��, �- < �, �< �-�

	,�- 9
�

 
��, �-� �, �< �-�� , -

��� �)��� ��������� 	����
 #�� �,�- ��� �� ��������
�� � �! �"�6

�,�- 9 ,� <
 �
� -��,�- < ,��
 �

� -��,�-� ,"-

�� ���� ��� ����
�		 ���� 	������� �	 �� �� ��������
,��
������ �� ��

��
� ����
������ ����� ��� ���
��
��	�
������� �� ��� 	�����-! �,�- ��� �� �


�)������
�	6

�,�- � ,� <
 �
� -��,�-� � � ,7� �� ���� 
�%� �-�

,%-
��� �����
�	����� 

���		 �� ����� ��� �� �

���� �
����	 �� ������ � 9  � 	������	! ��� �� ����� ����
��� ���� �	 �� �� ���
���� ��
������ �� ��� ����
���
���� ,(���� � 

��
� �
 ��
�+�� �
�� ��� 	�����- �����
��� ��
�� 	����� 
���
 ��	�
������� ��7��

FFT

FFT

+

+

-1

2

2

x(n) 1/2 +

+

+

a(n)

b(n)

z

-

g(n)

h(n)

F  (k)

F  (k)

g

h

����
� �6 �������� �����
�	����� �� ��� 	������
#��

�� ���
� �	 �� ��

��
� ����
������ ����� ��� �������
�
����� �� ��� 	����� ���
�� �� ��� ��=�
��� �
�������
����	! � 	��
�� ���
��+� ����
���� ��� �� ��	�
���
���� ��� ./�#�� ���
�������	 ��7�� 5 ���
�
�	�� ���
����� ��� ���
�� �� ��� ���� ��� ������
������� 	���
	�������	 �,�- ��� 	,�- ��+�� �� >��, - �	 
�
��
���
�� '�����6

���,�- 9 ���

������

���

��,�-� � �	,�-�� ,&-

5���
���� �� ���,�-! ��� ����	��� ���� �� ��(��6 �� �
�	 
�	���+�! ��� �����
������� ���� ���� �� ����������!
��� �� � �	 ������+�! ��� ������
������� ���� ���� ��
�����������

�� 
�� ���� ����
	�
�

���� ����� 	� �

��� ����� ���
������ ���� ��������� �	 �������� ��

�
��
���� ��� ��������� 	��
	 ���6

�� .������ �����
�	����� �� ��� ��
�� 	����� �

���
��� ��� 	��
�� '���
	 �� ������ ��� �����
�	�����
��� �� 
�
����� ���� '����� ��� ���� �� ����
�	��

 � $���������� ��� � ���Æ�����	 �� ��� ��8 '���
 ,��
�� �
��
- �� >��,�- �
�� ��� 	��	������� ��������
�
�� ��� 

�+���	 	��
�

"� $���������� ��� �
������� 	
���
�� �	��� ��� 
��
	������ � ���Æ�����	�

�� ���� ! ��� 	
���
�� �� ��� ��?����� �
��������	
�7 @� ��� �& @� �	 ����� ���� � 	��
���� �
�������
��  777 @�� 5 �����
 

�������� �� �
��
 � 9 �7 �	
��
�������� ��
 ��=�
��� +����	 �� � � � 9 � �	 ��
�

�	
������ �� ��� ��
��� �����
 

�������� ��
 � 	�����
������ �� 
 9  7%3! ����� ��� ����
 ��	�	 �
� 
�

��
	������ � �����
 

�������� ��
 � 	���������� ��� �� �
����	 ���� � 	����� ������ �� 
�� �

0 10 20 30 40
0

0.5

1

M=1, p=10

A
m

pl
itu

de

0 10 20 30 40
0

0.5

1

M=2, p=10

0 10 20 30 40
0

0.5

1

M=4, p=10

A
m

pl
itu

de

0 10 20 30 40
0

0.5

1

M=8, p=10

0 10 20 30 40
0

0.5

1

M=16, p=10

Frequency

A
m

pl
itu

de

0 10 20 30 40
0

0.5

1

M=32, p=10

Frequency

����
�  6 A�� ���� 	
���
�� �����	�	 
�	���	 ��
 ��=�
�
��� �

���� 	!" �#�$�#�%!

��� �����
�

�������� ���Æ�����	 � �� ��� ���+� ��	�	!

������ �� ����"! 	��� ��
� ����
������ �� �����
 � �
����� � 	���	 ��=�
��� +����	 
������ �� ��� ���Æ�����	
� ��
 * ��=�
��� +����	 �� � � ��� ���� �����
 ��
�	 

�
�
������ �� ��� ������ �� �

�
 �� ��� 

�����
���� 

���		 �� ��� ��
�� 	������ ;��� ��� �����
 �
�� 	������	 ���
��	�	! ��� ���� ��	� ���
��	�	 	������



��
� 

�������� �

�
 	���� ��� �����
 �� 
����	 �	��
�� ��� 

�������� ���
��	�	� /�� 	���� �� �	 ����
 �
��
���� ���� � �����
 	
���
�� 
�	������� �	 �������� �	
� ���
��	�	 �����	� �� ���� 	���� �� ��� �����
�	��
���� ��� �����	��
���� 

���		 
�����	 ��� 	��
����
�
������� ��� ���	 ���
��	�	 ��� 	��
���� 
�
��� ���
���	�	 �����
 �
������� 
�	������� �3�� B����	 �� ����
,	�� �� 
���
 	
���
�� ���	��� �� ��� �����
 

��������
���Æ�����	 �- ��� .5$ ,	�� �� ������

������� �� ���
� ���Æ�����	- �
� ���
��	��� ���� � ���������� �����

�
������� 
�
��
�����	�

0 5 10 15
−2

−1

0

1

M=1, p=10

A
m

pl
itu

de

0 5 10 15
−2

−1

0

1

M=2, p=10

0 5 10 15
−2

−1

0

1
M=4, p=10

A
m

pl
itu

de

0 5 10 15
−2

−1

0

1
M=8, p=10

0 5 10 15
−2

−1

0

1

2

M=16, p=10

Index of c

A
m

pl
itu

de

0 5 10 15
−2

−1

0

1

2

M=32, p=10

Index of c

����
� "6 C����
 

�������� ���Æ�����	 �� ���� 

���	�� �� ���� ���
� 9 � 7�*% 7��&3* 7�777�&3
� 9  7�*%& 7�" �" 7�777"4
� 9 % 7�3"13 7�*471 7�77"4
� 9 3 ��  & ��**" 7��743
� 9 �* ��3%% "�&13 7�1%4
� 9 "  �"7& 7�& 1* "� &"

����� �6 #�=�
��� �����
	 ��
 ��� �����
 

�������� ���
�Æ�����	

���� �%� &&�!$ ���'(��)

�� ���
�
� ��� ��������� ����
��� �� ��� �����
 

�����
���� ���� ��=�
��� +����	 �� � ���� ���� �������� ����
� 9 �! ��� �
������ 	����� �	 
����	�
����� �
�� ���
�����
 

�������� ���Æ�����	 �� ���	 ��� �� 
�
��
���
�� ���
����� ��� ��
��	� 
�	
��	� �� ��� ������� '���

���� ����
���
 ���Æ�����	 � ��� ����������
 ���Æ�
�����	 �! 
�� 
����	 �
� ���������� �� ���� ��	�� ���


�������� �

�
 �	 ��� ��=�
���� ������� ��� �
������
	����� +����	 ��� ��� ���
���� '���
 ��
��	� 
�	
��	�

+����	� �� �����  ! ��� +����	 �� ��� 	���
� �� ��� 

��
������� �

�
 ��
������� ���� ��� ������ �� ��� 	�����
�
� ��	��� ��
 ��=�
��� +����	 �� � ��� ��

������ � � � � � �� � � �� � � �� � � ���

� � � ���� ����� ���	 ����
 ����

� � � ���� ����� ���� ����	 ����

� � � ����	 ����� ��	�	 ����	 ����

� � 	 ����	 ����� ����� ����	� ���
�

� � �� ��		�� ����� ����� ���
�� ����

� � �� ������ ������ ���	� ������ ����

�����  6 ��� ��
������� 	���
� �� ��� 

�������� �

�
	
��
 ��=�
���	 � ��� �

���� �%*+'#�#�%!�& �%*+& ,�#)

�� ����� "! ��� �)������� ����	 �� ��� ��� ���� �����
����� �
� ��	��� ��
 ��=�
��� +����	 ��
 ���� � 5�� +���
��	 �
� ��
������� ���� 
�	
��� �� ��� �)������� ����
�� ��� ��� ���� ��������� ���� 
 9 %74* ��� � 9 ��

������ 	 � ���� 	 � ���	 	 � ���� 	 � ���

� � � � ���
 ����� �����

� � � ���
� ����� ����� ����	

� � � ����� ����� ����� ������

� � 	 ����� ���� ������ �����	

� � �� ������ �����	 ����
� ������

� � �� ����		 ����� ������ ������

����� "6 D��� ��������� ���
��������� ���
��)���

��-� �%%*���+�.�&�#)

����� % 	���	 ��� ���� ��
������� �� ��� ���� �����
����� ��
 ��=�
��� +����	 �� � �� ��� 

�	���� �� ���
����+� ����� ���	�� ��� ������� ��������� �
� ��

���� ��	� ��� �	 ���	�
�� �� (��
��� ��� 	����� ��
���
����	 ���	���� ��� ���
��	��� ��� ���	� 	����� ���� ���
���� ����	 �� ��	�
������� ������� ��� ��� ��?�����
�
�������	 �7 @� ��� �& @�! 
 �	 ��(�� �� ��  7%3 ���
� 9 �77!  � 9  777 @�� ��� ���� �� ���� +����	 �� �
�
�
���	 ��
� �Æ������� �����	� �� ��	 ���� 

��������
��
�������! �������� ��� ����	��� �

�
	 ,���	�� �� ���
���	� 	�����- �
� ���
��	��� ���� � �

-� �����	/� ���� ����
	�
�

����% 	���	 ��� 
�	���	 �� �

����� ��� ���
��+� 	�����
��+��� �� ��� 	���������� �� ��� ��� ���� ���������
�� 	�
�
��� ������� ��� ��?����� �
��������	 �������
�� ��� �
������� ���� �	��� ��=�
��� +����	 �� � � ��
����%� ��� ����%�! ��� ���
��+� ���� �	 ��
��������
�� ���
��� ��� 	
���
�� �� ��� ��?����� �
��������	



���	�� .A8 !� �/
� 9 � 1
� 9  �4�"
� 9 % ����1
� 9 3 �� �4
� 9 �* ��%
� 9 " ��*

����� %6 E������ ��������� .A8 ��
 ��=�
��� +����	
�� �

 7 @� ��� "7 @� ���� � 9 % ,�������- �
��������
���� ��� � 9 3 ,�����������- �
������������ 
��
	
����+���� �� ����%� ��� ����%�! ��� �
��������	 ��  17
@� ���  37 @� �
� ���
���� ���� � 9 % ,��������-
���� ��� � 9 3 ,������������- ���� 
�	
����+����

250 300 350 400
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Frequency

c) M = 4, HL

A
m

pl
itu

de

250 270 290 310
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
d) M = 8, HLL

Frequency

A
m

pl
itu

de

0 50 100 150
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
a) M = 4, LL

A
m

pl
itu

de

0 20 40 60 80
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
b) M = 8, LLL

����
� %6 A�� ���
��+� ���� ��������� �)��
��	

0� ��
��
�	�
�

5 ��� ���� ��������� ��
 	
���
��������	�	 �

�����
����	 �	 ���
������ �� ��� 
�
�
� ���	 ��������� ����
����	 ��� ��+������	 �� 	������ �����
�	����� ,
�����
���� �� ���
��)��� ��� ���� ��
�������- ��� �����
 

��
������� ,�����
 
�	�������-� �� ��	 ���� 	���� ���� �	
��� �����
 �� 	������	 ���
��	�	! ��� 	
���
�� 
�	����
���� ��

�+�	 ����
������ ������� ���
��	��� ��� �
��	�
��
� ������� ���	 �	 ��� �� �����
 +����	 �� .2.# ���
.5$ �� ����� � ��� 	�����
 

�������� �

�
	 �� �����
 � ��� ��� ���� ��������� �	 	���� �� �� +�
� �Æ�����
�� 

�	���� �� ���	�� ��� ������� ��������� �
� �	
����� �� �� 1 �/ ��
 � 9 �� ���	 +���� �	 ���
��	��
�� ����� ��* �/ �� � 9 " � .� �� �����
 � �����

���� ��
������� �
� �������� ���� ��		 ���
���������
���
��)��� ,	�� ����� "-� C�	���! ��� +�
� ��
�
����

�������� �� ��� ���� ��������� �	 ��	 ���
��+� �������
�� '�� ��� ���� �� �����
 ���
�� ,�� �� ������-�

�1
�����2��
�

���	 ��
( ��	 	�

�
��� �� #55# ,F�
��� 5���
����� >)������ .�
+���- ��� .����� G����	 H��+�
	���
�� E�	���! .�������� �� 0����

������
���

��� @�		��! 5�I ��� @����! H�! J5 A�� .
���
�� 5����
�	�	 D��� ��������� /�	�� �� .������ #�����

�	����� ��� C����
 2
�������� J! 2
��������	 ��
>$E$.  77�! /���
�	�! @����
��

� � .�����+! 0�I E��
�! .�I @����! H�I @�		��! 5�!
J.������ #���2�
� �6 #�'������! ����


�������
��� >)���	���	J! .����� 2
���		���! B���%�! ���"!
���� �44&! 

� *�� 11�

�"� @�		��! 5�I @����! H�I .�����+! 0�I ��� E��
�!
.�! J.������ #���2�
� ��6 5���
���! $��
��)�
���! ��� 5

��������	J! .����� 2
���		���! B��� %�!
���"! ���� �44&! 

� 14� 4%�

�%� K���! .�I E��
�! .�I ��� E�(��
?��! #�! J.���
���� #$�6 #�'������! 5����	�	! ��� 5

�����
����	J! �>>> �
��	� �� $�
����	 ��� .�	���	 ��

B���� ����������! B���*! A7�"! K��� �44*�

�&� @�		��! 5�I ��� @����! H�! JF���
�� 5��
�
��+� .���/��� #$�J! 2
��������	 �� >$.52�41!
2
����! $���� 8�
�����! K��� �441�

�*� JE����� .����� 2
���		��� ������)!J ��� E����
;�
(	 �44*�

�1� @�		��! 5�I ��� @����! H�! J#�=�
��� 5


�����	
��
 � @��� 8�	������� A�

���/��� .
���
��J!
2
��������	 �� ��� 1�� >�
�
��� .����� 2
���		���
$����,>H.�2$0L4%-! >�����
��! HM! �44%�

�3� E�

��! .� C��
����! J#������ .
���
�� 5����	�	
���� 5

��������	J! 2
������ @���! �431�

�4� M��! E� .��+��! JE���
� .
���
�� >	��������
����
� ��� 5

��������	J! 2
������ @���! �433�

��7� @�		��! 5�I ��� @����! H�! J����� 5��
��+� >+���
������ �� ./�#��J! 2
��������	 �� �>>> ����
.��
� �� $�
����	 ��� .�	���	! $������! �������	!
�44"�

���� 0

������! 5� B�I ��� .�����
! 8� ;�!J #�	�
����
���� .����� 2
���		���J! 2
�������@���! �434�


